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Resumo

Objetivo — Determinar a estratégia 6tima de investimento em equilibrio
de Nash para o mercado imobilidrio residencial do Rio de Janeiro,
considerando a incerteza na demanda por imdveis e o niumero de

concorrentes ativos no mercado.

Metodologia — Foi desenvolvido um modelo de jogos de opgoes
reais. Os pardmetros do modelo foram estimados com ferramentas

econométricas a partir de dados reais do mercado imobilidrio carioca.

Resultados — Os resultados quantitativos obtidos sao intuitivos no
sentido de que, quanto maior a quantidade de concorrentes, menor o
nivel de demanda exigido para o investimento em novas unidades, ¢
quanto maior a volatilidade da demanda, maior o nivel de demanda

para ser 6timo o investimento.

Contribuigoes — Este trabalho modificou a metodologia de Grenadier
(2002), fornecendo uma especificagio mais adequada e robusta
da incerteza para a func¢io de demanda, permitindo interpretagoes

econOmicas mais intuitivas.
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Um modelo de opgdes reais com jogos aplicado ao mercado imobilidrio residencial do Rio de Janeiro

I Introducgao

Decisoes de investimento sao influenciadas
pela concorréncia estratégica entre empresas que
atuam no mesmo setor da economia. Cada
empresa avalia suas vantagens comparativas
frente a seus concorrentes e as condicbes de
mercado, como valor do produto, volatilidade
dos fluxos de receitas e participagdo de mercado
(monopdlio, duopdlio ou oligopdlio), que
afetam diretamente os resultados. Nesse sentido,
o investimento em mercados competitivos pode
ser visto como um jogo entre as empresas, uma
vez que, na tomada de decisdes de investimento,
as empresas implicitamente levam em conta as
reagoes das outras empresas a suas préprias agdes
de investimento. Como assinala Porter (1992),
o investimento ¢ o fator mais importante da
vantagem competitiva.

Essas decisbes sao tradicionalmente
analisadas com base no método do Fluxo de
Caixa Descontado (FCD), que consiste em
projetar os fluxos de caixa futuros esperados e
descontd-los a taxa ajustada ao risco do projeto.
Uma desvantagem desse método, no entanto, ¢é
sua natureza simplista e estdtica, que nao captura
o valor das flexibilidades gerenciais (opgoes reais)
e estratégicas e ignora as reagoes das empresas
concorrentes.

Por ter caracteristicas de opg¢des, essas
flexibilidades somente podem ser avaliadas
usando-se métodos de aprecamento de opgoes,
como a metodologia de Opg¢oes Reais (OR),
que modela as incertezas dindmicas exégenas
da economia (como a demanda de produtos),
e as flexibilidades da empresa para se adaprtar as
mudancas de cendrio. As OR nao consideram
de forma enddgena, no entanto, as possiveis
interagoes competitivas. Por outro lado, a Teoria
dos Jogos analisa como as empresas tomam
decisdes quando estao cientes de que suas
acoes afetam as empresas rivais e que estas irdo
reagir de forma racional as a¢ées dos rivais. Por
conseguinte, uma combinac¢ao de Opgoes Reais
com Teoria dos Jogos tem o potencial de gerar
resultados promissores para a andlise da decisiao
de investimento, dada a complementaridade entre

essas duas teorias.

A escolha do momento ideal para exercer
a opgdo de investir é fundamental para criacio
de valor na empresa e obten¢ao de vantagens
competitivas. Adicionalmente, as decisdes entre
investir ou abandonar um projeto envolvem
diferentes riscos e incertezas, principalmente em
ambientes competitivos, nos quais as empresas
podem ter diferentes politicas de investimento
6timo quando comparadas a uma empresa
monopolista. Essa intersecao da teoria dos jogos
com a teoria de op¢oes reais é denominada jogos
de opgbes reais, em que a competi¢iao é modelada
de forma enddgena ¢ a entrada do competidor é
feita de forma racional, e nao aleatéria, além de
considerar as incertezas (processos estocdsticos) e
as flexibilidades (OR).

No caso cldssico de opgoes reais, as
firmas sdo apenas tomadoras de precos e detém o
monopdlio da op¢ao de investir, ndo sendo levado
em consideragio o fato de que a competi¢io pode
afetar o valor da op¢io real e a regra de decisao. Em
jogos de opgoes reais, o problema de maximizagio
de valor da firma leva em consideragio a presenca
de outras firmas como jogadores, que reagem
otimamente aos processos estocdsticos relevantes
e as acgoes das outras firmas, possibilitando a
modelagem da competiciao de forma enddégena.

Conforme ressaltado por Grenadier
(2002), uma questio comum na maioria dos
trabalhos que aplicam as ferramentas da Teoria
das Opgoes Reais é a auséncia de uma andlise a
respeito das interagoes estratégicas dos detentores
das op¢oes, em que a regra 6tima de investimento
depende da reagido dos competidores a realizacio
do projeto. Assim, os jogos com opgdes reais sio
vistos como uma forma para superar as limitagoes
das metodologias citadas anteriormente.

O objetivo deste trabalho é determinar a
estratégia 6tima de investimento em equilibrio
de Nash para o mercado imobilidrio residencial
de uma regiao do Rio de Janeiro, considerando
a incerteza na demanda por imdveis e o nimero
de concorrentes ativos no mercado.

Para tanto, foi adotada uma versao
modificada da metodologia de Grenadier (2002)
com uma especificagio mais adequada e robusta da
incerteza para a fun¢io de demanda. Ao contririo
de estudos anteriores, nos quais a modelagem
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tradicional das incertezas era concentrada em
torno de choques multiplicativos na funcao
de demanda, aqui serd visto que a incerteza na
demanda ¢ modelada a partir de um choque
estocdstico multiplicativo em sua inclina¢io, que
inclui uma elasticidade do fator estocdstico da
demanda.

O artigo estd organizado da seguinte
forma. Apés esta introducio, a se¢io 2 apresenta
uma breve revisao da literatura e, em seguida, a
se¢ao 3 desenvolve o modelo de jogos de opgoes.
A segio 4 faz uma aplicagio do modelo proposto
ao mercado residencial da cidade do Rio de
Janeiro. A se¢ao 5 traz os resultados e, em seguida,
estdo apresentadas as conclusbes. Um apéndice
apresenta alguns desenvolvimentos matemadticos

intermedidrios.

2 Revisao da literatura

O primeiro trabalho a abordar as
contribui¢cées da combinac¢ao da Teoria dos
Jogos com a Teoria das Opg¢oes Reais ¢ atribuido
a Smit e Ankum (1993), no qual demonstraram
que a competi¢ao entre as empresas implica a
diminuicio do valor da espera, levando-as a
investir mais precocemente. Dixit e Pindyck
(1994) desenvolveram um modelo bdsico de jogos
de opgoes reais para mercados em duopdlio, em
que avaliaram o #ming do investimento. Huisman
(2000) propds modelos inovadores de jogos de
opgoes reais adicionando a literatura, entre outras
contribui¢ées, o efeito da incerteza tecnoldgica
sobre a op¢ao de investir. Chevalier-Roignant e
Trigeorgis (2011) sao mais centrados em outros
aspectos da modelagem de opg¢bes reais, como o
comportamento do investidor miope e expansio
da capacidade.

As aplicagbes que utilizam estruturas
concorrenciais a partir de oligopdlios foram
estudadas por Baldursson (1998) e Grenadier
(2002), baseando-se no resultado denominado
“miopia étima” para o equilibrio competitivo
descoberto por Leahy (1993), como assinala
Dixit e Pindyck (1994), em que o gatilho de
investimento (nivel de demanda) 4timo do
caso monopolista coincide com o do caso

de competi¢do perfeita, embora por motivos
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diferentes. No caso de oligopdlio em Grenadier
(2002), com uma funcio demanda modificada
é possivel usar o conceito de miopia étima para
obter a solu¢io em oligopdlio, o que serd usado
nesse artigo. Murto, Nisikkild, e Keppo (2004)
analisaram um jogo para oligopdlios com demanda
estocdstica, mas em tempo discreto. Aguerrevere
(2009) examinou a forma como a concorréncia
afeta a relacao entre as decisées de investimento e
as dindmicas de retorno dos ativos, ao passo que
Thijssen, Huisman, e Kort (2012)A trataram do
caso de estratégias de equilibrio simétrico para
um duopdlio e mostraram que, quando ambas
as firmas pretendem ser as primeiras a investir,
podem existir problemas de coordenacido e
exercicio subétimo das opgdes de investir.

No Brasil, Costa, Azevedo e Samanez
(2015) estudaram o impacto da preempgido em
jogos de momento 46timo para um oligopdlio
assimétrico aplicado no mercado brasileiro de
latas de aluminio, e mostraram que as empresas
precisam antecipar seus investimentos quando
existe a ameaga de preempgdo no mercado, em
relagio ao caso sem concorrentes.

Titman (1985) foi o pioneiro na aplicagio
da metodologia de op¢oes reais para o mercado
imobilidrio, e analisou uma opgao de adiamento de
investimentos imobilidrios em terrenos urbanos.
Williams (1991) considerou uma opgao de
abandono como alternativa ao desenvolvimento
de terrenos, ao passo que Quigg (1993) e Holland,
Ott e Riddiough (2000) forneceram evidéncias
empiricas que demonstraram que os modelos
baseados no conceito de opgodes reais podem
ser Uteis para prever valores de propriedade nos
mercados imobilidrios.

Na literatura internacional, foram
encontrados trabalhos que conjugam Opgcoes
Reais com Teoria dos Jogos, como o de Williams
(1993), que derivou estratégias de exercicio
no equilibrio simétrico, aplicando o modelo
no mercado imobilidrio. Grenadier (1996)
desenvolveu um jogo de equilibrio para estratégias
de exercicios de opg¢oes reais, sugerindo uma
explica¢io de por que alguns mercados podem
experimentar booms de construcao frente a
diminuicio da demanda e a desvalorizacao dos

precos. Grenadier (2005) fez uma andlise de
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equilibrio para contratos de arrendamento de
iméveis usando um modelo de jogos de opgoes
reais, numa abordagem de equilibrio unificada
para avaliar uma grande variedade de contratos
de locagao de iméveis comerciais.

Wang e Zhou (2006) trabalharam com
demanda e custos de construciao estocdsticos
em um modelo com multiplos desenvolvedores
imobilidrios, em que a opc¢do de construir
um imével poderia ser exercida sequencial ou
simultaneamente. Esses autores incorporaram
assimetrias na capacidade de produgio, permitindo
examinar o impacto do poder de mercado nas
estratégias de exercicio das opgdes.

Na literatura nacional de OR, encontramos
os trabalhos de Rocha, Salles, Garcia, Sardinha e
Teixeira (2007) e Fortunato, Brandio, Rozenbaum
e Rebello (2008), que aplicaram a Teoria das
Opcoes Reais no setor imobilidrio carioca. A
abordagem de Rocha ez 2/. (2007) partiu de um
modelo de opgoes reais em tempo discreto para
identificar a estratégia étima para investimentos
simultineos ou sequenciais. Esse modelo permitiu
determinar o valor mdximo a ser pago pelos
direitos exclusivos sobre o uso de um terreno.
Fortunato ez 2/ (2008) utilizaram a teoria das
opgoes reais para determinar o valor da opgdo de
abandono durante o periodo de constru¢io do
investimento em um imdvel residencial adquirido
na planta, considerando diferentes niveis de
devolugdo dos valores jd pagos pelo comprador.
Esses dois trabalhos nao consideraram o efeito da
competicio de forma endégena, como aqui. Jd
Costa e Samanez (2008), como aqui, analisaram
o mercado imobilidrio do Rio de Janeiro sob a
6tica dos jogos de opgoes reais, onde buscaram
determinar o equilibrio entre a oferta e a demanda
comparando com o ciclo real de negécios do
mercado imobilidrio. Além de trabalharem com
uma amostra pouco representativa para o Rio de
Janeiro, utilizaram valores arbitrdrios e exégenos
como proxy para suas estimativas, assim como a
maioria dos estudos que aplicaram modelos de
jogos de opgoes reais.

A quantificagio das pressdes competitivas
pode ser vista no cdlculo dos gatilhos que variam de
acordo com o ntimero de empresas, demonstrando

que as empresas vao exercer mais cedo suas opgoes

de investimento em novas construgoes, a medida
que novos concorrentes entram no mercado.
Este trabalho se diferencia de outros j4 existentes
quando modificou o modelo de Grenadier (2002)
a partir da especificacdo da fung¢io de demanda
com formato particularmente mais robusto,
permitindo interpretagcdes econdmicas mais
intuitivas. Ao melhor de nosso conhecimento,
este é o primeiro trabalho de jogos de opg¢oes reais
que faz uso de uma fun¢io de demanda estocdstica
em que a varidvel estocdstica altera a inclinacgao da
curva de demanda. Além disso, aqui os parAmetros
do modelo foram estimados com ferramentas
econométricas a partir de dados reais do mercado
imobilidrio, ao contrdrio de diversos modelos de
jogos de OR que usaram valores exégenos para
os parAmetros, que podem ser escolhas subjetivas
e arbitrdrias desses valores. Tal situagiao pode ser
encontrada em trabalhos como Grenadier (1996),
Grenadier (2000), Grenadier (2002) e Grenadier
(2005).

3 Modelo

O modelo de Grenadier (2002) foi
utilizado por se tratar de um modelo cldssico sobre
o tema. Além de desenvolver uma abordagem
original com respeito a estrutura de competicio
para oligopélios, Grenadier (2002) obteve uma
solugado analitica para o caso de oligopdlio como
um problema de otimiza¢ao de um Gnico agente,
o que facilita sobremanecira a andlise. O choque
estocdstico proposto na demanda modificada
usada neste artigo inclui um parimetro que
representa a elasticidade do fator estocdstico
da demanda, o que permitiu interpretagdes
econdmicas melhores quando comparadas ao
trabalho de Grenadier. Além disso, os parAmetros
da demanda foram estimados a partir de dados
reais, ao contrario da maioria dos trabalhos de
jogos de opgoes reais, conforme jd destacado.

O modelo desenvolvido nesta secao
considera uma industria oligopolista com n
firmas iguais, em que o nimero de firmas ¢
fixo, mas cada uma pode produzir mais de uma
unidade. Nesse oligopélio, cada firma possui uma
sequéncia de oportunidades de investimento
equivalentes a op¢oes de compra americanas
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perpétuas. Embora constru¢des imobilidrias
demorem um tempo para serem finalizadas (zime
t0 build), para efeitos de simplificagdo assumimos
que as construgdes serdo imediatas (ou que os
valores jd estao em valor presente na data de
exercicio), e que a empresa 7 produz ¢; () unidades
de um produto infinitamente divisivel.

Baseando-se em conceitos da Teoria dos
Jogos como o equilibrio perfeito de Cournot-
Nash, as estratégias sao quantidades e o mercado
fornece o preco de equilibrio para cada estado
da demanda. Os investidores imobilidrios
consideram as quantidades Q", como as melhores
respostas dos competidores ¢ maximizam seus
lucros ao escolher as quantidades a serem
produzidas qi*(t) =1,2,..n. Com firmas iguais,
tém-se equilibrios de Nash (EN) simétricos e a
produgao 6tima de cada empresa nesse oligopdlio
simétrico em EN ¢ q;(l‘) =0*()/n.

O processo de oferta da industria é
Q(t):z; q;(1), eaoferta de todas as firmas, com
excegaodafirma i, édadapor Q (t)=2 ?zl,j#i q; (t).
Dado o estado atual da indastria, o fluxo

de lucro da firma i ¢ determinado pela Eq.

q;(t)=0*@)/n:
T X(0,9,(0,Q,(1) =q;()*D X(1),q,(H)+Q; (V)

A func¢io demanda D ¢ tal que as
o'm, o'm,

T>0 e nzl <0 siao vidlidas para
0X0q; aq;

todo i. Em qualquer instante do tempo, cada

condicoes

empresa pode investir em capacidade adicional
a fim de aumentar sua produgio por um

incremento infinitesimal dq; = dQ/ n. Se todas

as firmas aumentarem sua capacidade de forma

simultdnea, Q(%)sofrerd um aumento equivalente

adqQ.

O custo desse incremento é linear, de
forma que esse aumento envolve um custo K
por unidade produzida. A op¢do de aumentar
a capacidade ¢ exercida pela firma 7 quando
X(#), que representa o choque multiplicativo na
demanda, atingir o gatilho X i* (qn 0, ) . O choque
exégeno da demanda X(#) segue um processo de
difusio estocdstico na forma da Eq. (2):

dX = u(X,0)dt + o (X, t)dz )

em que Z(f)é o processo de Wiener padrio. Se
WX, )= Xe o(X,t)=0X, entao X(¢)
segue um Movimento Geométrico Browniano
(MGB), com distribui¢iao lognormal. Como ¢
padrio na literatura, o fluxo de caixa ¢ avaliado
na medida neutra ao risco, e por isso a taxa
de desconto tem de ser a taxa livre de risco r.
O prego unitdrio P(f) ¢ dado pela funcao
demanda inversa P(¢)= D[X(t),Q(t)] . Essa

funcao serd especificada no item 3.2.
3.1 Composi¢ao do modelo de equilibrio

Deacordo com a proposi¢ao 1 de Grenadier
(2002), o valor de equilibrio de cada firma i serd
descrito como V' (X, q[,Q_[) . A estratégia
de investimento no EN para cada empresa é
caracterizada por um acréscimo incremental de
sua producdo toda vez que atingir um gatilho

(certo nivel de demanda). A equagao diferencial

ordindria (EDO) do valor da firma V"’ (X 9,0, )

¢ dada pela Eq. (3). Sua deriva¢ao estd descrita no
Apéndice I.

%02()(,1)2 Vs u(X,0)V -V 47 (X,q,0,)=0 3)
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A Eq. (3) trata-se de uma perpetuidade,
sendo V{ =0, que é uma caracteristica dos
projetos imobiliarios, em que a opgao de compra
¢ perpétua, nao existe data limite para exercicio
da opcao. As condi¢des de contorno sdo:

i) Condicao de continuidade (value
matching): no gatilho, o valor da espera
(solucao da EDO) ¢ igual ao payoff
de exercicio da opg¢ao. Ou seja, se
X()= X*(qi’Q—i) > ti (X*7qi7Q—i) =K -
condigdo no gatilho 6timo da firma i, que
exerce sua opgao em X*, expandindo sua
produgdo em dg, , investindo Idq.

ii) Condicao de suavidade (smooth-pasting):
se X (1) = X*(qi’Q—i) ; Vql;. (X*’qi’Q—i) =0
- condicio de exercicio é6timo da firma 7,
ou seja, no gatilho étimo de investir, as
derivadas do valor da espera e do payoff’
de exercicio também sido iguais.

iii) Condi¢ao de continuidade no
gatilho dos concorrentes, que no
caso simétrico sio os mesmos X*: se
X_(t) = X*(qi’Qﬂ'); V; (X*5qi’Q—i) =0, pois
Vi(X',q,0,)=V'(X",q,0,+dQ ). Essa
¢ uma condigdo de interagao estratégica,
requerendo que cada firma 7/ maximize
seu valor Vi(X,qi,Q_i) considerando
as estratégias dos competidores. Essa
condic¢io, entretanto, nio serd necessdria,

conforme Grenadier mostra em sua

proposi¢ao 2, ampliando assim o conceito

de miopia étima para oligopdlios.

A EDO (Eq. (3) e as trés condigoes de
contorno compdem a proposi¢io 1 de Grenadier,
que sumariza o equilibrio. Considerando tempo
continuo e um cendrio de equilibrio perfeitamente
competitivo (Leahy, 1993), demonstrou que a
politica de investimento de cada firma ¢ idéntica
a estratégia miope, em que a empresa ignora o
efeito que os competidores exercem no valor
das op¢oes. Assim, desenvolve-se a estratégia de
exercicio como se a firma estivesse sozinha no
mercado e, assim, tendo uma estratégia miope de
exercicio das opg¢oes reais. Com isso, o equilibrio
pode ser estabelecido com apenas duas condigoes
de contorno (continuidade e suavidade).

Denota-se o valor da firma miope por
M'(X,q,0..). Seja o valor marginal da
produgio da firma miope m'(X,q,,Q_;)dado
pela Eq. (4):

m'(X,q,,0 ,)=0M'(X,q,,0 ,)/9q, (4)

Por simetria, pode-se escrever
Xi(qz':in)*zX*(Q)’ pois ql':Q/n €
O ,=(n-1).0/n.No EN simétrico, cada firma
exercerd sua opgao no gatilho X* (Q). AEDO do
valor da firma miope M'(X,q,,0Q ;) édada por:

1/20° My + u(X)M'y —rM' +(Q/n)D(X,0) =0 (5)

Seja X o gatilho da firma miope, a
condic¢io de contorno de continuidade é satisfeita
se X()= X" (qi’Q—i) ; M;, (X**’qi’Q—i) =1.
Pelo fato de a firma ser miope, cla ignora a
competi¢io exercendo a op¢ao no gatilho miope
X" equivalente a X de V' (proposicao 2 de
Grenadier (2002)). A condi¢ao de contorno de
suavidade ser4 satisfeita para X (£)= X (¢.,0.,);
M, (X",q,,0.)=0. Pelo fato de ser miope,

a firma ignora a competi¢ao, niao havendo

assim condi¢bes de contorno de competicio.

Nesse sentido, o valor marginal da producgio
da firma miope serd definido pela derivada
parcial de M;_ =m'(X). Neste trabalho, essa
equagao diferencial foi utilizada com o intuito
de se concentrar no caso da estrutura de uma
competi¢do perfeita aplicando a miopia 6tima
de Leahy (1993).

Seja m(X,Q) o valor marginal da firma
miope. Pode ser verificado, por um processo
semelhante ao adotado no Apéndice I, que a

equacao de valor ¢ dada pela Eq. (6):
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1
EO‘(X)z Myx + H(X)m - —rm+D(X,0)+(Q/ n)DQ(X,Q) =0 (6)

A Eq. (6) e duas condigbes de contorno
(continuidade e suavidade) no gatilho X*(Q)
representadas pelas Eq. (7) e (8) sio suficientes
para determinar X*(Q) e m(X,Q).

m(X'(0),0)=K (7)

am(X'(0),0)/0X =0 (8)

Os termos dos fluxos de caixa da Eq. (6)
constituem a parte nio homogénea da EDO e
compreendem a fun¢io demanda modificada. A
préxima etapa deste trabalho tratard de fornecer
a solu¢ao analitica a EDO (Eq. (6)).

O gatilho estratégico ¢ igual ao gatilho
“miope” X (ver Proposi¢do 2 de Grenadier).
O formato da equacdo diferencial ordindria é
aplicado para qualquer processo estocdstico de
It6. Aqui serd usado o MGB: u(X,1)=uX ¢
o(X,t) =0X ,em que U éa taxa de crescimento
esperado da demanda e o a volatilidade da

demanda.

3.2 O modelo de oligopdlio sob incerteza:
solu¢ao analitica

O oligopdlio pode ser resolvido de forma
simples como um problema de otimiza¢ao de um
unico agente. Para isso, a indtstria oligopolista
passa a seguir uma estrutura de competic¢io
perfeita se for usada uma fun¢io de demanda
modificada ou ficticia D’ (Grenadier, 2002):

D'(X,0)=D(X,0)+(Q/n)D,(X,0) (9

Para a incerteza na demanda, segue um
MGB que ¢ o processo estocdstico mais usado

na literatura de OR. Na modelagem dos jogos
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de OR, geralmente a incerteza de mercado estd
associada & demanda. Aqui, ao contririo de outros
trabalhos de jogos de OR, assume-se a seguinte
fun¢io demanda estocdstica inversa, que ¢é linear

em Q e com inclinagdo estocdstica:

D(X,0)=a+b(X (t))_‘9 o) (10)

em que >0 e b<0 para garantir que DQ <0,eo0
expoente representa uma elasticidade. A seguir,
recalcula-se a Eq. (9) a partir da especificacio
da demanda estocdstica linear (Eq. (10)).
Reescrevendo (9), tem-se a representagao geral
para os fluxos de caixa nao homogéneos que
definem o termo nao homogéneo da Eq. (6) igual
aEq. (11):

a+bQX‘£|:n:1:| (11)

Deve-se encontrar uma solugio particular
para a parte nao homogénea da equagio 6 que
atenda toda a EDO. Tal solugdo particular pode
ser dada pela equagao do valor presente do fluxo
de caixa em perpetuidade (Eq.(12)):

bO [”“]X

n

[r+,ug—(0'2/2) 8(1+8)}

C = +

2 (12)
r

O préximo passo é verificar se a solucio
particular dada pela Eq. (12) atende toda a EDO.
Para isso, (11) deve ser substituida como termos
nao homogéneos do fluxo de caixa da Eq. (6),

além das derivadas parciais:
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bQ(-E)X(_g-l) |:n+1:|

g_)n; YA (13)
[r+,ug-(a /2)g(l+£)]

2 (g2+g)bQX("9'2)[”;’1]
= (14)

ax2 [r+/,zs-(0'2/2)g(l+£)]

Fazendo as devidas substitui¢des e com um
esforco algébrico, verifica-se que a equagdo 12 éa
solucio particular que atende a EDO (6). Com
isso, a equagio (6) pode ser reescrita no formato
completo (homogénea ¢ nio homogénea), que
permitird encontrar a solu¢ao para X (Q) (Eq.

(15)):
%O'(X)zmxx+,u(X)mX—rm+C:O (15)

Observa-se que os trés primeiros termos
da equac¢iao 15 formam uma EDO homogénea
¢ parabdlica, que tem solugio analitica geral da
forma da Eq. (16):

m(X)=AX"* (16)

em que 3 é um pardmetro e A é uma constante,
que, junto com o gatilho X', serao obtidos por
meio de duas condi¢ées de contorno. Dixit e
Pindyck (1994) explicam que, para determinar o
parimetro 3, é necessdrio encontrar as raizes da
equagio quadrdtica gerada a partir da substituigao
da equagao 16 e suas derivadas parciais na parte

homogénea da equacio diferencial ordindria (15):
1/20° X AB(B-1) X" + uXABX"" —raX”’
(17)

Ap6s algumas manipulacées algébricas,

cancela-se o termo A X* e obtém-se a equagio

caracteristica quadrdtica da parte homogénea da

EDO:
1/26°B(B-1) +uf-r=0 (18)

A equagdo 17 ¢ uma equacdo quadritica
que possui duas raizes para . Sendo uma
equagao quadrdtica, as duas raizes de B podem

ser encontradas facilmente:

2
g =Ll M _ £+[i_1] <0 (0
o 2

Tendo duas raizes, a solu¢io homogénea
¢ dada por uma combinacio linear das duas
solugbes: m(X) = A X' + A, X”. Mas, como b, é
negativo, é necessario que A2 = 0; caso contrdrio,
quando o choque da demanda X tendesse a zero,
o valor da firma tenderia a infinito, 0 que ndo tem
sentido econdmico.

Considerando as condi¢ées de contorno
de continuidade e suavidade no gatilho X', dadas
pelas equacgées (7) e (8), chega-se a um sistema
com duas equagoes e duas incégnitas (A4, e X):

AX* +C=k
(21)
A]ﬁlX*(ﬂl_l) —eX*¥'C=0

Resolvendo o sistema, determina-se a

constante A4, e o gatilho X* (Q):

bQ(e)[”;l]X('g'/’l)
4 [r +/,zg—(0'2/2)g(1+8)]

(22)

Substituindo (22) na primeira equagio do
sistema dado por (21), obtém-se:
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er[n—H]X('g)+ aB, [r +ﬂ8—(0‘2/2)£(1+8)]+ r,Ble[
n

que, simplificando e rearranjando, tem-se:

X

n+1

n

]X('” =krpB, [r + ﬂ€—0,50'2€(1+€)]

£ _ B (kr-a)[r + ﬂ€—0,5028(1+8):|

(B, +€)rbO

A

Reordenando os termos, chega-se a expressa

representado pela Eq. (23):

B, rk—a

X*Q)=

n

O resultado gerado pela solu¢ao analitica
desse modelo sob incerteza é importante por
permitir a extensdo de resultados que possuem
solucao analitica simplificada dos casos de
competi¢ao perfeita para um modelo de oligopdlio.
No oligopdlio, as firmas adicionam capacidade
(exercem a opgao real) numa quantidade tal que
o preco ¢ refletido para baixo, em razio da oferta
adicional. E possivel notar que o gatilho X*(Q)
decresce com o ndmero de firmas no oligopdlio (7).

A dinidmica de exercicios de opgodes
quando a demanda X atinge o gatilho X* pode
ser identificada quando todas as 7 firmas exercem
suas opgoes de expansio e adicionam oferta paraa
inddtstria, de forma que os precos nao conseguem
superar um nivel mdximo. Ao exercer a opgao
estratégica no oligopdlio de n-firmas, tem-se um
prémio da opgao, que pode ser definido como o
VPL em X* (Q), por unidade de investimento.

4. Aplicacao: mercado imobilidrio
residencial da cidade do Rio de
Janeiro

O mercado imobilidrio da cidade do Rio

de Janeiro passou por diversas transformagoes que
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161 + & er |:n+1

|:r+ﬂ€—(0'2/2)€(1+£)]

n+1

n

o para o gatilho étimo em equilibrio de Nash,

Ve

(23)

o levaram a ser considerado o metro quadrado mais
caro do Brasil no inicio da década de 2010. Dentre
os fatores que contribuiram para o aquecimento
do setor imobilidrio do Rio de Janeiro, podem
ser destacados o cendrio politico-econdémico, a
expansio do crédito, o aumento da renda média
da populagio, a implantagio das Unidades de
Policia Pacificadora (UPPs) e as expectativas
positivas derivadas dos investimentos para a Copa
do Mundo de 2014 e para as Olimpiadas de
2016. Com os investimentos em infraestrutura,
saneamento, mobilidade urbana e construcao
civil, que visavam preparar a cidade para os Jogos
Olimpicos, a valorizacio dos iméveis tornou-se
crescente a partir de 2010 e o imdvel tornou-se
um sindbnimo de investimento rentdvel na cidade.

De acordo com o Sindicato das Empresas
de Compra, Venda, Locagio e Administragiao
de Iméveis e dos Condominios Residenciais e
Comerciais do Estado do Rio de Janeiro (Secovi-
Rio), em razdo da proximidade com os locais
de competi¢do, bairros como Barra da Tijuca,
Centro, Jacarepagud, Maracana e Tijuca tiveram
valorizagao de 20% a 152% nos precgos de

locagdo dos iméveis em um periodo de seis meses
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apés o pronunciamento do Comité Olimpico
Internacional.

Tradicionalmente, os investimentos em
mercados imobilidrios caracterizam-se como
intensivos em capital, de baixa liquidez, e
apresentam de incerteza de demanda, de preco
e nos custos de construgio, o que eleva o risco
percebido pelos investidores.

Para estimar os parAmetros do modelo,
foram utilizadas séries de valores mensais médios
do metro quadrado de apartamentos residenciais
de dois quartos, que sao o modelo padrao indicado
para ser a amostra representativa da realidade do
mercado imobilidrio da regiao escolhida para
andlise. De acordo com o Secovi-Rio (2015),
apartamentos de dois quartos sao os que possuem
maior demanda e oferta e maior liquidez dentre
as op¢oes do mercado de imdveis residenciais.

Uma das limitagoes dessas séries histéricas
de precos de venda dos apartamentos residenciais
é que elas nao possuem equalizagiao dos dados que
permitam considerar diferencas de preco entre
unidades de mesmo tamanho, mas de diferentes

Tabela 1

caracteristicas, tais como andar, vista, estado de
conserva¢io, quadra da praia, rua de grife, vaga
de garagem etc. Tais caracteristicas podem levar as
séries de precos a nio refletirem a variagdo real nos
precos. A seguir, encontra-se uma breve descri¢ao
dos dados utilizados.

4..1 Dados

As séries histdricas para os precos de venda,
aluguel e condominio dos iméveis localizados nos
17 bairros pertencentes ao municipio do Rio de
Janeiro tém inicio em junho de 2009 e término
em janeiro de 2016, e foram disponibilizadas
pelo Secovi-Rio (http://www.secovirio.com.br/
Produtos-e-Servicos/Pesquisas-e-Indicadores-163,
recuperado em 2 de fevereiro de 2016).
A limitacio dos dados encontrados no Secovi-
Rio fez que a andlise se restringisse aos 17 bairros
mostrados na Tabela 1, que mostra os valores
nominais médios por metro quadrado de cada
bairro que forma o grupo representativo da regiao
da cidade analisada neste trabalho.

Valores nominais médios por m? para o periodo junho de 2009 a janeiro de 2016

Valores Nominais Médios (por m?)

Bairros Preco de venda Aluguel Condominio
Barra da Tijuca 7.443 30,96 9,78
Botafogo 9.809 38,70 7,28
Centro 5.878 25,62 5,52
Copacabana 10.112 39,67 7,05
Flamengo 9.128 35,07 6,63
Gdvea 13.508 46,75 8,40
Ilha do Governador 4.003 16,87 3,82
Ipanema 14.985 59,70 8,66
Jacarepagud 3.926 15,57 5,53
Jardim Botanico 12.327 44,50 7,95
Lagoa 13.638 48,25 8,84
Laranjeiras 8.646 33,60 6,61
Leblon 16.871 58,38 8,63
Meéier 3.686 15,41 5,33
Recreio 5.962 22,95 6,75
Tijuca 5.553 23,49 5,76
Vila Isabel 4.570 20,24 5,32
Média 8.826 33,87 6,93

Nota: Fonte: Recuperado de Secovi-Rio. Panorama do mercado imobilidrio do Rio de Janeiro 2015. Recuperado
de <http://www.secovirio.com.br/Produtos-e-Servicos/Pesquisas-e-Indicadores-163>.
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4..2 Estimacio dos parimetros do modelo

Para estimar os parAmetros do modelo,
usou-se a série de precos médios deflacionada
pelo IPCA, construida a partir da média de pregos
nominais do conjunto de bairros mostrado na
Tabela 1. Com relacao 2 modelagem do processo
estocdstico, Dixit e Pindyck (1994) recomendam
que a adequagio do processo estocdstico a evolucgio
da série do ativo analisado seja confirmada por
meio de testes econométricos.

Um teste tradicionalmente usado para
examinar se a série é ndo estaciondria é o teste de
Dickey Fuller Aumentado (ADF). Pindyck (1999)
sugere, contudo, que o teste ADF nio é suficiente
para determinar a escolha do processo estocdstico
e defende o teste de razdo de varidncia como uma
alternativa. Esse teste fornece mais informacoes
a respeito do comportamento da série do que o
teste de raiz unitdria, a0 mensurar o grau em que
a variancia da série cresce A medida que o niimero
de defasagens aumenta. O teste é descrito pela

equagio (25):

_1Var(p..—p)
¢ k Var(ptﬂ _pt)

(25)

Para o MGB, a razao das variincias
se aproxima de 1 4 medida que 4 cresce, com
varidncia aumentando linearmente com k. A
partir da variagio dos lags de 2 a 79 dos logaritmos
da série de precos deflacionada, os resultados
desse teste indicaram que a razdo da variincia
aumentou com o aumento do ndmero de /ags.
Esse comportamento ¢ consistente com um
modelo no qual os pregos se comportam como um
Movimento Geométrico Browniano. A préxima
etapa trata de estimar os parAmetros do MGB.

Como em Dias (2015), os parAmetros
a ¢ o podem ser estimados a partir da regressao
linear trivial em tempo discreto com observagoes

consecutivas (Eq. (26)).
n[P(H]=6 + W[(B)]+ & ()

em que &€, éo erro da regressio e tem distribuicio
R 2
normal e parimetros ¢, ~N(0,0‘ /N) , e N
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representa o nimero de periodos por ano da
observacio dos dados, que neste trabalho foi usado
N = 12. Os pardmetros do MGB foram estimados
neste trabalho com as equagoes (27) e (28).

u=N{E[m[r/R]]+ o* 12N}

o’ =NVar[In[R/P,]] (28)

Na equagio de regressio (26) foi assumido
que o coeficiente de ln(PH) ¢ igual a 1, sendo
andlogo a equacao discreta do MGB.

A taxa de dividendos foi calculada por
+ ini
Aluguel + Condominio (Costa &

meio da relagao 6= -
Valor do Imével

Samanez, 2008). Foi encontrado o valor de 5,54%
para os dividendos médios da regiao analisada.
Esse resultado mostra se o proprietdrio pode obter
beneficios ao decidir alugar seu apartamento; para
tanto, deve-se comparar a taxa de dividendo com
outras taxas de rentabilidade de investimentos ou
mesmo com a poupanca.

Pelo fato de projetos reais de investimento
no setor imobilidrio terem caracteristicas de longo
prazo, torna-se razodvel utilizar uma taxa de juros
também de longo prazo. Portanto, a taxa de juros
livre de risco (7) utilizada neste trabalho estd
baseada na taxa de retorno dos titulos soberanos
de dez anos de maturidade do governo brasileiro,
atualmente no valor de 10,88% a.a. (https://www.
bloomberg.com.br/, recuperado em 20 de junho
de 2017).

De posse dessas informagoes, os valores
percentuais anuais das estimativas para a tendéncia
de crescimento (u) e para as volatilidades (o) sao
5,51% a.a. e 16,44% a.a, respectivamente. A
quantidade ofertada é determinada de forma
exégena ao modelo, entio o valor usado para
Q (t = 0) foi de 12.550 apartamentos (fonte:
Secovi-Rio). Esse valor foi transformado em

2, considerando a metragem de 60 m?, que ¢

m
o tamanho médio padrio dos apartamentos de
dois quartos.

A préxima etapa foi estimar os parimetros
da equacio da demanda (Eq. (10)). A varidvel

estocdstica escolhida foi a série mensal de precos
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reais dos iméveis com uma defasagem. O primeiro
passo foi explicar como X(#) afeta a demanda. Para
isso, foi feito o procedimento de identificacdo
de um processo ARIMA através das fungoes de
autocorrelacao (FAC) e autocorrelagao parcial
(FACP). Constatou-se que ela foi declinante na
FAC e truncou na ordem 1 na FACP. Com isso,
verificou-se que X(#) é um processo autorregressivo
de primeira ordem. Portanto, aplicando o
logaritmo em ambos os lados da equacao (10),
foi possivel estimar, através de uma regressio
linear, os parAmetros de interesse para o cdlculo do
gatilho no equilibrio de Nash, a saber: @=9715,23,
b=-0,031 e &=0,97.

5 Resultados e sensibilidades

A partir da modelagem dos processos

estocdsticos desenvolvida na Seciao 4, foram

utilizados os paridmetros estimados a partir dos
dados do mercado imobilidrio carioca, como &
e p. Além dos parAmetros envolvidos na equac¢io
da demanda, a taxa livre de risco 7, a quantidade
ofertada inicial Q(z=0), a elasticidade do
processo estocdstico &, o investimento (K)
definido no modelo como sendo igual a uma
unidade e os parAmetros 2 ¢ & da equacgio de
demanda sio varidveis necessdrias para a solu¢io
do modelo.

Como forma de simplificar a andlise
foi considerado que as empresas construtoras
ou incorporadoras j4 possuem o terreno para
iniciar a construc¢ao. Os valores criticos de X*(Q)
representam o gatilho 4timo de investimento

no equilibrio de Nash e estdo apresentados na

Tabela 4.

Tabela 2

Relagao entre gatilhos 6timos e o niimero de empresas concorrentes
Ne de empresas 2 4 5 7 9 10
X*(Q) 4,74 3,92 3,77 3,58 3,47 3,44

Assim, no contexto de investimento no
mundo real, o retorno financeiro de uma empresa
estd ligado as estratégias de investimento de
seus concorrentes. Nesse sentido, os resultados
da Tabela 2 mostram os efeitos da competicao
na determinacio dos gatilhos. No caso de um
duopdlio (7 = 2), o gatilho 6timo em EN foi de
R$ 4,74 por unidade de investimento. Analisando
estruturas oligopolistas a partir de trés empresas,
por exemplo, ao considerar quatro empresas
concorrentes, o gatilho étimo de investimento
¢ igual R$ 3,92, sendo reduzido para R$ 3,44
por unidade de investimento ao incorporar dez
empresas concorrentes no modelo de oligopdlio
desenvolvido.

A Figura 1 ilustra a situagio em que o
gatilho diminui com o aumento da competicao,
uma vez que X*(Q), definido pela equagio (23),
é uma funcgao decrescente de 7. Isso pode ser
visto como um comportamento da empresa 7

frente 4 entrada de um ou mais rivais, em que a

opcao de adiar torna-se menos valiosa, levando as

construtoras a exercerem suas Opg(’)CS mais cedo.

X(Q)

=
o

o’ . i . .
5 B T B ] 10
N* de empresas

i
¥

Figura 1. Gatilhos 6timos x N° de empresas concorrentes

De posse dos principais resultados do
modelo desenvolvido neste artigo, torna-se

importante ilustrar uma comparagao entre as
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variacdes nos gatilhos 6timos em equilibrio em
relacio as diversas varidveis do modelo. Os gatilhos
foram recalculados estressando-se os principais
paridmetros que aparecem na equacio do gatilho
(Eq. (23)). Para cada um dos casos, as Figuras
2, 3 e 4 ilustram o comportamento dos gatilhos
6timos de investimento no equilibrio relacionados
as variagoes dos pardmetros volatilidade, taxa
de juros livre de risco e elasticidade do processo
estocdstico da demanda. Os gatilhos foram
recalculados com fixo igual a quatro empresas,

variando os pardmetros.

M i i i .
4 ] B 12 L 14 i 13 0 oy
W ol atilchde

[T |

Figura 2. Sensibilidade da volatilidade

Lais}]

Elasticaiade

Figura 3. Sensibilidade da elasticidade

AFigura 2 mostra que uma variagao positiva
na volatilidade do MGB eleva positivamente
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o valor do gatilho. Tal fato ¢ verificado na Eq.
(23), em que a volatilidade afeta positivamente o
ultimo termo da equag¢ao bem como o termo S,
descrito pela Eq. (19), impactando o gatilho na
mesma direcio.

A Figura 3 ilustra a variaciao do gatilho a
partir de alteragdes na elasticidade do processo
estocdstico da demanda que compée a fungao
de demanda utilizada no modelo de oligopélio.
A elasticidade denota uma ideia de sensibilidade
da demanda em relagdo as variagoes do processo .
Assim, quanto menos sensiveis sao os compradores
de imdveis as variagoes de pregos, maior tende a ser
o gatilho 6timo no equilibrio. O modelo mostra-se
menos sensivel as variagdes na elasticidade quando
ela é maior ou igual a 1. Tal fato é consistente com
o conceito cldssico de elasticidade abordado pela
literatura microeconémica.

O modelo desenvolvido a partir de uma
especificagio diferente para a demanda estocdstica
produziu um gatilho 6timo no equilibrio de Nash
interessante do ponto de vista das interpretagdes
econdmicas, fornecendo mais informacées a
respeito do caminho que os gatilhos podem seguir
permitindo as empresas ajustarem sua produgao.
Além disso, os resultados obtidos neste trabalho
podem ser comparados (além do modelo de
Grenadier) ao resultado encontrado por Williams
(1993), que compartilha da propriedade geral,
demonstrando que hd uma queda no valor do
gatilho em raziao do aumento da competicao.

A partir das andlises de sensibilidade foi
possivel perceber que, no modelo desenvolvido
neste artigo, o gatilho étimo é menos sensivel as
variagoes dos parimetros quando comparado ao

gatilho encontrado por Grenadier.

6 Conclusoes

As decisées de investimento de capital
das empresas sao, na maioria das vezes, tomadas
dentro de um ambiente de competicao estratégica
com as demais empresas do setor, em que as agoes
de uma empresa afetam a decisio das demais.
Neste artigo, analisamos como a combinacio
da Teoria dos Jogos com as Opg¢oes Reais pode
colaborar na anilise econdmica de investimentos
em novos projetos no mercado imobilidrio,
dando suporte ao processo de tomada de
decisao por parte dos gestores. Este trabalho traz

contribui¢bes para a literatura ao modificar o
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modelo de Grenadier a partir de uma especificagio
da incerteza na demanda mais adequada, que
permitiu interpretagdes econdmicas mais robustas
a respeito da demanda por imdveis, mostrando
quantitativamente como a concorréncia pode
impactar nas decisbes estratégicas.

Os resultados encontrados para iméveis
localizados em uma regido da cidade do Rio de
Janeiro indicaram que as estratégias 6timas para
novos investimentos em projetos imobilidrios é
investir no gatilho étimo em equilibrio de Nash
no valor de R$ 4,74 por unidade de investimento,
ao se considerar um duopélio e no gatilho de
R$ 3,77 para um oligopdlio formado por cinco
empresas. Para o caso de um oligopdlio com
dez rivais, a estratégia 6tima ¢ a de investir no
gatilho 6timo igual a R$ 3,44 por unidade de
investimento. Essas estratégias de investimento
sdo importantes para os investidores do mercado
imobilidrio, uma vez que os resultados indicam
que os gatilhos em equilibrio de Nash permitem
aumentos incrementais na construgao de imdveis
toda vez que o choque na demanda atinge o
gatilho 6timo encontrado por meio da solu¢io
analitica fornecida neste trabalho.

A partir dos resultados obtidos para as
estratégias de exercicio da opgao foi possivel
comparar oligopdlios, em termos de niveis de
investimento e produgio, mostrando a evolugio
da demanda para a estrutura em oligopdlio, e
indicando que a produgio total foi maior para o
caso de oligopdlio com dez empresas concorrentes
do que para os duopdlios e monopdlios.

Os resultados deste trabalho podem ser
Uteis para os diferentes agentes econdmicos do
setor imobilidrio do Rio de Janeiro. Politicas
publicas que incentivem a participagdo de um
maior numero de empresas imobilidrias podem
contribuir para o aumento da arrecadacao de
impostos para o Governo do Estado e Prefeitura do
Rio de Janeiro, uma vez que os resultados sugerem
que o investimento e a producao de apartamentos
residenciais foi maior no oligopdlio formado por
dez empresas do que no caso dos monopdlios e
duopdlios. Para as incorporadoras de imdveis,
os resultados indicam que a maior concorréncia
reduz o valor da opgao de espera e o gatilho
6timo do investimento, o que leva as empresas a
exercerem suas opgdes mais cedo, aumentando a
quantidade de imdveis, mas reduzindo seu preco.
Por outro lado, o investimento imobilidrio por

parte das empresas mostrou-se bastante sensivel
as variagoes da elasticidade da demanda, o que
tem também impactos para os compradores e
investidores.

Foram calculadas as estratégias de exercicio
no equilibrio considerando que as constru¢ées
seriam imediatas. Para que o modelo represente
de forma mais consistente o mercado imobilidrio
residencial, pode-se incluir como sugestio de
trabalhos futuros o impacto dos impostos e
do tempo de construgiao, uma vez que uma
importante caracteristica dos investimentos
imobilidrios é o longo periodo necessdrio para

serem completados.
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Apéndice - Etapas para obter a equagao 3
pelo método do portfélio replicante

Seja Vi(X, qi, Q_;) ovalor de equilibrio para cada firma 7 com fluxo de lucros 7(X, q;, Q—;). Monta-
se um portfélio replicante para o risco e o retorno da firma V; de forma que: investe-se $ 1 em ativo sem
risco e compram-se 7 unidades de iméveis ao preco X ($1X) com custo (1 +1X), mantendo-o por um
periodo dk.

O retorno desse portfdlio serd: o valor de $ 1 a taxa livre de risco 7 em, ou seja dt = rdt e $nX
investido durante 4, que rende nX8dt (dividendo) mais um ganho de capital ndx.X(t). X(z) varia
aleatoriamente seguindo um MGB, portanto: dX = aXdt + oXdz..

Assim, ndX = nadt + noXdz. Com isso, o retorno total ser4:

rdt + nXddt + ndX = (r + n(a + §)X)dt + naXdz

Para obter a taxa de retorno do portfélio, divide-se o retorno total pelo investimento inicial:

r+nX((a+38) oXn
+
1+nX 141X

dz. Asnotagoes V'(X,q;,Q—;) e m(X,q;,Q—;) serio alteradas para V' e (X, t),
respectivamente.
Comparando a um investimento na empresa 7, tem-se o custo do investimento igual $V'(X,t) e
o retorno dado por:
* Dividendo em dt = m(X,t) que nao tem risco (deterministico)

e Ganho de capital = dVi(X, t), com risco (estocdstico)

Pelo Lema de Ito:

dvt = Xavi+1 szazvi+avi dt + XaVid
“ | ex T27 7 axE T e oax

m(X,t)dt+dV!
Vi(X,t)

O retorno total serd: . Substituindo o termo dV', separando a parte deterministica

da parte estocdstica e alterando a notagio das derivadas parciais, a expressio para o retorno fica:

X,t) + L+ 120XV + V) ‘
m(X,t) aXVX‘ 20° XV +V, dr 4 VXGX g
Vi(X,1) Vi(X,1)

Assim, para que ambos investimentos tenham o mesmo risco, a parcela com risco tem que ser igual

oXn
+nX

vt
nos dois casos: dz= 0X E dz. Portanto:
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Xn ovi
14X 9X

(A-1)

No mercado, 0s ativos com mesmo risco devem ter o mesmo retorno. Podem-se assim igualar as

parcelas dos retornos sem risco:

(X, O)+120° XV, + a XV, +V] gl n(a+0)X (A-2)
Vi(X,1) 1+ nX

r+ e+ 00X r(l+nX -nX)+ nX(a+ 0) r(l +nX) - r77X+77X(a + 0)
1+nX 1+nX 1+nX 1+nX

r(+nX) mX  nX(a+d) _ r(l- nXx J+(0¢+5)77X

I+nX 14+nX 1+nX 1+nX 1+nX (A-3)

Substituindo (A-1) em (A-3):

1= nx + (a+)nX =7 1—£ +(a+ 5)V—XX e substituindo esse resultado em (A-2),
1+nX 1+nX 1+nX V'(X,

tem-se:

renX(@+d) _ (- V;X @) V;X :ﬂ(X,t)+1/262X2V)§X+aXV)§+I/ti
1+7X Vi(X,t) Vi(X,1) Vi(X,1)

Reescrevendo e simplificando, chega-se 8 EDP:

1 . . . .
E<;2X2V;X+ F=8OXV —rV'+ V' + n(X,t)=0 (A-4)

Para modelos de avaliagio de projetos imobilidrios, entretanto, trabalha-se com op¢oes de compra
perpétuas, nio existindo data limite para exercicio da opgao. Assim, pode-se considerar V' =0, pois a pura
passagem do tempo nio afeta o valor de V, que continuaria com um horizonte perpétuo para exercer a
opgio. Com isso, a EDP passa ser uma EDO, em que o termo »—& da Eq. (A-4) estd representado por
11. Retornando 4 notacao VI(X, q;, Q_;) e m(X, q;, Q_;) iniciais, obtém-se a Eq. (3) da se¢do 3.1 deste artigo:

%O'ZXZV;X+ UXv—rV' + 7 (X,q,0,)=0
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